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ALGÈBRES DE FROBENIUS - VIRASORO
Maxime Rebout
1
, Vadim Shehtman
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1 Introdution
Considérons un ouple g = (l, 〈, 〉), où l est une algèbre de Lie sur un anneau
ommutatif de base k xé et
〈, 〉 : l× l −→ k
est une forme k-bilinéaire symétrique l-invariante (on pourrait appeler un tel
ouple une algèbre de Lie Frobenius). On supposera désormais que k ontient
Q. On sait assoier à g une algèbre vertex Vg, le module "vauum" sur l'algèbre
de Ka-Moody gˆ orrespondante, [K℄.
Celle-i est une k-algèbre vertex Z≥0-graduée, Vg = ⊕n≥0 Vg,n ave Vg,0 =
k · 1, 1 désignant le veteur vauum, Vg,1 = l, la struture d'un k-module sur
Vg,1 est induite par l'opération (−1) : Vg,0 × Vg,1 −→ Vg,1, l'opération
(0) : Vg,1 × Vg,1 −→ Vg,1
oïnide ave le rohet de Lie sur l et l'opération
(1) : Vg,1 × Vg,1 −→ Vg,0
oïnide ave l'aouplement 〈, 〉.
Alors Vg est aratérisée par la propriété universelle suivante : un morphisme
de Vg dans une algèbre vertex V quelonque est la même hose qu'un morphisme
de k-modules φ : l −→ V tel que
φ([x, y]) = φ(x)(0)φ(y)
et
〈x, y〉 · 1V = φ(x)(1)φ(y), x, y ∈ l.
En eet, une algèbre de Lie Frobenius g est un exemple simple d'une algébroïde
vertex, et l'algèbre vertex Vg est son algèbre enveloppante, [GMS℄.
Maintenant partons d'une algèbre ommutative de Frobenius (par la suite, on
érira plus simplement algèbre de Frobenius). Rappelons que 'est une k-algèbre
ommutative assoiative unitaire F , d'unité e, munie d'une forme k-bilinéaire
symétrique
〈, 〉 : F × F −→ k
1
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telle que, pour tout x, y, z appartenant à F , on ait
〈xy, z〉 = 〈x, yz〉,
Nous appelerons le nombre
c := 〈e, e〉
la harge de F .
Exemple. Étant donné c ∈ k, l'algèbre de Frobenius kc oïnide ave k
omme une algèbre ommutative, et 〈x, y〉 = xyc.
Dans ette note on assoie, de façon fontorielle, à une algèbre ommutative
de Frobenius F une algèbre vertex Z≥0-graduée VF . Pour F = kc, VF est l'al-
gèbre vertex de Virasoro de harge entrale c (le module "vauum" sur l'algèbre
de Lie de Virasoro), [K℄. Plus généralement, pour F arbitraire, l'unité e ∈ F
donne lieu à un veteur de Virasoro dans VF . On pourrait appeler les algèbres
VF algèbres de Frobenius - Virasoro.
En eet, on dénit, par une méthode similaire à elle de [GMS℄, une no-
tion d'une algèbroïde de Virasoro, dont l'algèbre de Frobenius est un as très
partiulier. Nos algèbres VF seront les algèbres enveloppantes de es algèbroïdes.
2 Algèbres vertex du type Virasoro
On ommene par regarder l'exemple de l'algèbre vertex de Virasoro. Cette
algèbre vertex Z≥0-graduée V = V irc (tous les objets onsidérés vivront au-
dessus de k) est par dénition engendrée par un veteur L appartenant à V2 qui
vérie l'OPE suivante :
L(z)L(w) ∼
1
2c
(z − w)4
+
2L(w)
(z − w)2
+
∂L(w)
(z − w)
(un nombre c ∈ k étant xé). Cei est équivalent à :
L(3)L =
c
2
;
L(2)L = 0;
L(1)L = 2L;
L(0)L = ∂L.
A partir de là, on en déduit que
V0 = k.1;
V1 = 0;
V2 = k.L;
V3 = k.∂L.
On veut maintenant généraliser et exemple en onsidérant les algèbres ver-
tex qui possèdent une struture analogue à elle de l'algèbre de Virasoro. Soit
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A un k-module ; on regarde don plus en détails les algèbres vertex du type
suivant :
A = V0
∂

0
∂

V2
∂

V3 ≃ ∂V2
∂

.
.
.
Don V1 = 0 et ∂ induit un isomorphisme de V2 sur V3. Une telle algèbre vertex
sera appelée une algèbre vertex du type Virasoro.
Soit V une telle algèbre vertex. Par la suite, et sauf indiations ontraires,
on désignera les éléments de A par les lettres a, b, c et les éléments de V2 par les
lettres x, y et z. De plus, on abrégera la notation de l'opération (−1) en érivant
juste xy à la plae de x(−1)y, pour tout x, y dans V .
3 Premières remarques
L'opération (−1), lorsqu'elle est restreinte à A, devient assoiative et om-
mutative ar a(n)b = 0 pour tout n ≥ 0 ; e qui implique que le module A est
muni d'une struture de k-algèbre unitaire (d'unité 1).
Par ailleurs, le fait que V1 = 0 permet d'armer la trivialité de toutes les
opérations de la forme a(n)y pour tout y ∈ V et tout n 6= −1. En eet, on a :
a(n)y = −
1
n+ 1
(∂a)(n+1)y = 0 ar ∂a ∈ V1.
Si on s'intéresse maintenant à l'ation de A sur V2, 'est-à-dire à l'opération
V0 × V2
(−1)
−→ V2, on s'aperçoit que :
(ab)x = abx+ b(−2)a(0)x+ a(−2)b(0)x+ b(−3)a(1)x+ a(−3)b(1)x+ 0
= abx d'après la remarque préédente,
et
xa = ax− ∂(a(0)x) +
∂2
2
(a(1)x) + 0
= ax toujours d'après la même remarque.
Enn, on sait que 1x = x pour tout x ∈ V2. Ces trois équations nous permettent
don d'armer que l'opération (−1) induit une struture de A-module bilatère
sur V2. Par ailleurs, le même raisonnement s'applique si on remplae V2 par V3 ;
le k-module V3 possède don lui aussi une struture de A-module bilatère.
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Pour terminer es remarques, il faut voir que l'armation V3 ≃ ∂V2 n'est pas
absurde : en eet, a priori, l'appliation ∂ n'est pas A-linéaire, mais seulement
k-linéaire ; don il serait plus naturel de penser qu'on peut seulement avoir
V3 ≃ A∂V2. Pour autant, omme V1 = 0, on a ∂A = 0 et omme l'appliation ∂
est une dérivation, on peut érire :
∂(ax) = ∂(a)x+ a∂(x) = a∂x.
Don, dans e as partiulier, ∂ est A-linéaire. On peut don bien supposer que
V3 ≃ ∂V2.
4 Struture de V2
On veut maintenant regarder plus préisément les opérations présentes sur V2
et quelles relations es opérations vérient. Les opérations qui nous intéressent
vont don être les suivantes :
 V2 × V2
(1)
−→ V2 ;
 V2 × V2
(0)
−→ V3
∂−1
−→ V2, ette seonde opération sera notée ˜(0) ;
 V2 × V2
(3)
−→ V0, ette dernière opération sera notée 〈., .〉.
Remarque. A priori, il y a une quatrième opération à onsidérer : l'ation de V2
sur V0. Mais en regardant de plus près ette appliation, on s'aperçoit qu'elle
est triviale. En eet :
x(1)a = a(1)x = 0,
d'après une des remarques initiales.
4.1 (1) : V2 × V2 −→ V2
x(1)y = y(1)x− ∂ (y(2)x)︸ ︷︷ ︸
∈V1
+
∂2
2
(y(3)x)︸ ︷︷ ︸
∈V0
= y(1)x,
(x(1)y)(1)z = x(1)y(1)z + y(2)x(0)z − x(0)y(2)z − y(1)x(1)z
= x(1)y(1)z − y(1)x(1)z + y(2)x(0)z
or y(2)x(0)z = −(x(0)z)(2)y = −∂(∂
−1(x(0)z))(2)y = 2(x ˜(0)z)(1)y, don
(x(1)y)(1)z = x(1)y(1)z − y(1)x(1)z + 2(x ˜(0)z)(1)y.
L'opération (1) est don ommutative, mais non assoiative.
(ax)(1)y = a(x(1)y)+x(0)a(0)y+a(−2)x(2)y+x(−1)a(1)y+a(−3)x(3)y = a(x(1)y).
L'opération (1) possède don en plus la propriété d'être A-bilinéaire.
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4.2
˜(0) : V2 × V2 −→ V3 −→ V2
x ˜(0)y = ∂
−1(x(0)y)
= ∂−1(−y(0)x+ ∂(y(1)x))
= −y ˜(0)x+ y(1)x.
Cette opération n'est don pas ommutative, mais on déduit de l'équation préé-
dente que la partie symétrique de ˜(0) est
1
2 (1)
.
A-bilinéarité :
(ax) ˜(0)y = ∂
−1
(
(ax)(0)y
)
= ∂−1
(
a(x(0)y) + x(a(0)y) + a(−2)(x(1)y) + x(−2)(a(1)z) + a(−3)(x(2)y)
)
= ∂−1
(
a(x(0)y)
)
d'après la setion 3
= a∂−1
(
a(x(0)y)
)
ar l'appliation ∂−1 est A-linéaire
= ax ˜(0)y.
L'opération ˜(0) est don A-linéaire par rapport à la première variable. Pour prou-
ver la linéarité par rapport à la seonde variable, on utilise l'équation préédente
et la A-bilinéarité de l'opération (1). Ii enore, on a bien la A-bilinéarité de
l'opération étudiée.
Relation d'"assoiativité" :
(x ˜(0)y) ˜(0)z = ∂
−1(∂−1(x(0)y)(0)z)
= ∂−1(−(x(0)y)(1)z)
= −∂−1(x(0)y(1)z − y(1)x(0)z)
= −x ˜(0)y(1)z + ∂
−1(y(1)x(0)z)
= −x ˜(0)y(1)z + ∂
−1((x(0)z)(1)z − ∂((x(0)z)(2)y))
= −x ˜(0)y(1)z + ∂
−1(−(x ˜(0)z)(0)y)− (x(0)z)(2)y
= −x ˜(0)y(1)z − (x ˜(0)z) ˜(0)y + 2(x ˜(0)z)(1)y.
4.3 〈., .〉 : V2 × V2 −→ V0
〈x, y〉 = x(3)y = y(3)x− ∂(y(4)x) + · · · = y(3)x = 〈y, x〉,
〈ax, y〉 = (a(−1)x)(3)y = a(−1)x(3)y+x(2)a(0)y+x(1)a(1)y = a(−1)x(3)y = a〈x, y〉.
Ce rohet est don bilinéaire symétrique.
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5 Relations entre les opérations
On reherhe maintenant les relations qu'il peut y avoir entre les diérentes
opérations sur V2.
(x ˜(0)y)(1)z =
1
2
(x(1)y)(2)z
= −
1
2
(x(0)y(2)z − y(2)x(0)z)
=
1
2
y(2)x(0)z
= −
1
2
(x(0)z)(2)z
= (x ˜(0)z)(1)y.
Maintenant, si on regarde l'équation d'"assoiativité" de l'opération (1), en
prenant les diérentes permutations irulaires en x, y et z et en sommant les
trois équations obtenues, on trouve :
2Cyclex,y,z(x(1)y ˜(0)z) = Cyclex,y,z(x(1)y(1)z).
Par ailleurs,
〈x ˜(0)y, z〉 = (x ˜(0)y)(3)z
= −
1
4
(x(0)y)(4)z
= −
1
4
(x(0)y(4)z − y(4)x(0)z)
= −
1
4
(x(0)z)(4)y
= 〈x ˜(0)z, y〉,
〈x(1)y, z〉 = (x(1)y)(3)z
= x(1)y(3)z + y(4)x(0)z − x(0)y(4)z − y(3)x(1)z
= y(4)x(0)z − 〈y, x(1)z〉
= −(x(0)z)(4)y − 〈y, x(1)z〉
= 4〈x ˜(0)z, y〉 − 〈y, x(1)z〉.
Maintenant, si on prend les diérentes permutations irulaires en x, y et z
de l'équation préédente et en les sommant, on trouve :
Cyclex,y,z〈x(1)y, z〉 = 2Cyclex,y,z〈x ˜(0)y, z〉.
6 Relation ave les algèbres de Frobenius
Dans les setions préédentes, nous avons don mis en avant une struture
partiulière sur V2. Appelons une algèbroïde de Virasoro un ouple (A = V0, V2),
où A est une k-algèbre ommutative, V2 est un A-module muni des trois opéra-
tions suivantes :
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 (1) : V2 × V2 −→ V2 qui doit être symétrique A-bilinéaire ;
 ˜(0) : V2 × V2 −→ V2 qui doit juste être A-bilinéaire ;
 〈., .〉 : V2 × V2 −→ V0 qui doit être A-bilinéaire symétrique.
Par ailleurs, es opérations doivent vérier les six égalités suivantes :
(x(1)y)(1)z = x(1)y(1)z − y(1)x(1)z + 2(x ˜(0)z)(1)y (1)
x ˜(0)y = −y ˜(0)x+ y(1)x (2)
(x ˜(0)y) ˜(0)z = −x ˜(0)y(1)z − (x ˜(0)z) ˜(0)y + 2(x ˜(0)z)(1)y (3)
(x ˜(0)y)(1)z = (x ˜(0)z)(1)y (4)
〈x ˜(0)y, z〉 = 〈x ˜(0)z, y〉 (5)
〈x(1)y, z〉 = 4〈x ˜(0)z, y〉 − 〈y, x(1)z〉 (6)
On dira aussi que V2 est une algébroïde de Virasoro sur A.
Les onsidérations des setions préédentes fournissent le fonteur
t : (Algèbres du type Virasoro) −→ (Algébroïdes de Virasoro),
t(V ) = (V0, V2)
Ce fonteur admet un adjoint à gauhe U , dit l'algèbre enveloppante.
Si A = (A, V2) est une algébroïde de Virasoro, alors on onstruit UA en deux
étapes. D'abord, on dénit à partir de A une algèbre vertex de Lie2 Z≥0-graduée
(f. [GMS℄, Dénition 10.1)
LA = A⊕ V2 ⊕ ∂V2 ⊕ ∂
2V2 ⊕ . . .
Ii ∂iV2 est une opie de V2 ; on introduit les opérations (n), n ≥ 0, sur LA de
façon évidente.
Ensuite, on dénit UA omme le quotient de l'enveloppe vertex de LA (f.
op. it., 10 (a)) par l'idéal vertex engendré par les éléments a(−1)x − ax, a ∈
A, x ∈ A ∪ V2.
Don, on aura
(UA)0 = A, (UA)1 = 0, (UA)2 = V2,
(UA)3 = ∂V2, (UA)4 = ∂
2V2 ⊕ S
2V2,
et.
On veut maintenant voir qu'il est possible de onsidérer les algèbres de Frobe-
nius omme des as partiuliers des algébroïdes de Virasoro.
Soit F une algèbre de Frobenius sur k. On dénit alors les trois opérations
(1), ˜(0) et (3) omme suit :
x(1)y := 2xy,
x ˜(0)y := xy,
et x(3)y := 〈x, y〉.
2
la terminologie de Frenkel - Ben-Zvi ; dans [K℄ un tel objet est appelé une algèbre onforme
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Il reste alors à s'assurer que es opérations vérient bien toutes les propriétés
requises par la denition d'une algébroïde de Virasoro. Mais ompte tenu de
l'assoiativité et de la ommutativité du produit dans la dénition de l'algèbre
de Frobenius, toutes es vériations sont immédiates. Don F devient une
algébroïde de Virasoro sur k ; on la désigne par V ir(F ). L'algèbre vertex en-
veloppante UV ir(F ) sera notée VF .
Expliitement, VF est déterminée par la propriété universelle suivante : pour
une algèbre vertex V sur k quelonque, un morphisme d'algèbres vertex VF −→
V est la même hose qu'un morphisme de k-modules φ : F −→ V satisfaisant
les onditions suivantes :
φ(x)(1)φ(y) = 2φ(xy)
φ(x)(0)φ(y) = ∂φ(xy)
φ(x)(3)φ(y) = 〈x, y〉 · 1V
Rle de l'élément unité On va montrer maintenant que l'unité de l'algèbre
de Frobenius initiale joue un rle partiulier dans notre nouvelle struture : en
eet, elle peut être vue omme un veteur de Virasoro dans VF .
On ommene par rappeler la dénition d'un tel veteur :
Dénition. Un veteur de Virasoro de harge c ∈ k dans une algèbre vertex
Z≥0-graduée V est un élément L ∈ V2 tel que
L(0) = ∂ (7)
L(1)|Vj = jId; (8)
L(2)L = 0; (9)
L(3)L =
c
2
1. (10)
Proposition. L'élément unité e de l'algèbre de Frobenius F est un veteur de
Virasoro dans V = VF .
Démonstration. Équation 7 Si a est un élément de V0, alors e(0)a ∈ V1 don
omme V1 est nul, e(0)a = 0 et par onséquent, e(0) oïnide ave ∂ sur V0.
Si x ∈ V2, alors
e(0)x = ∂∂
−1(e(0)x)
= ∂(e ˜(0)x)
= ∂(e.x)
= ∂x.
Dans e as, l'appliation e(0) oïnide enore ave ∂.
Enn, si x ∈ V3, alors on peut trouver un élément y dans V2 tel que x = ∂y ;
on a alors
e(0)x = e(0)∂y
= ∂(e(0)y)− ∂e(0)y
= ∂(∂y) + 0.e(−1)y
= ∂x.
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Enore une fois, l'égalité reherhée est vériée.
On a don bien e(0) = ∂.
Équation 8 Soit a un élément de V0 ; on sait que e(1)a = a(1)e et une des
remarques initiales nous permet alors d'armer que e(1)a = 0. La ondition
reherhée est don bien vériée pour V0.
Soit x ∈ V2. Par onstrution, on a e(1)x = 2e.x = 2x et don e(1)|V2 = 2Id.
Soit x ∈ V3. Il existe y ∈ V2 tel que ∂y = x. D'où :
e(1)x = e(1)∂y
= ∂(e(1)y)− ∂e(1)y
= ∂(2y) + e(0)y
= 2∂y + ∂y
= 3∂y.
Au nal, on a bien e(1)|Vj = jId.
Équation 9 Cette ondition est trivialement vériée ar e(2)e est un élément
de V1.
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